Муниципальный этап

9 класс

(4 часа)

1. Из пункта 
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 в пункт вышел пешеход, и одновременно из пункта 
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 в пункт 
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 выехал мотоциклист. Встретив в пути пешехода, мотоциклист сразу же развернулся, довёз пешехода до пункта 
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, а затем тотчас же снова поехал в пункт 
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, куда и беспрепятственно добрался. В результате мотоциклист затратил на дорогу до пункта 
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 в два с половиной раза больше времени, чем если бы он ехал из пункта 
[image: image8.wmf]B

 в пункт 
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, не подвозя пешехода. Во сколько раз медленнее пешеход добрался бы до пункта 
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, если бы он весь путь от 
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 до 
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 прошёл пешком?

Ответ: В 2 раза.

Решение.
Пусть время, за которое мотоциклист доехал до места встречи с пешеходом равно х часов, а время на оставшийся ему путь до В равно у часов. Тогда весь путь от А до В он может проехать за (х+у) часов. А по условию он затратил (3х+у) часов. Составим и решим уравнение. 2,5(x+y)=3x+y, x=3y. Значит, мотоциклист проехал до встречи три четверти всего пути от А до В, а пешеход прошёл одну четверть. Если бы пешеход шёл пешком, то на весь путь он потратил бы 4х, а с мотоциклистом он потратил 2х. Значит, он добрался бы в два раза медленнее.

2. Можно ли в клетках квадратной таблицы 5×5 расставить числа а)3, –3, 0;б) 3, –2, 0 так, чтобы все суммы (в любом столбце, строке и на двух главных диагоналях) были различны?
Ответ: а) Нет. б) Можно.

Решение. а) Подсчитаем количество сумм: 5+5+1+1=12. Они могут принимать значения от –15 до 15, причём все числа будут кратны 3. Таких чисел 11. По принципу Дирихле получаем, что две суммы примут одинаковое значение, то есть будут равны. Значит, расставить числа нельзя.

б) Приведём пример такой расстановки (см. рис.). Сбоку указаны значения сумм.
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Критерии: Верно решен только один пункт – 3 балла.

3. Сколько существует пятизначных натуральных чисел, в десятичной записи которых есть ровно одна тройка одинаковых цифр?

Ответ: 7290.
Решение. Пусть есть ровно одна тройка одинаковых цифр. Тогда четвёртой такой цифры нет, так как тогда образуется несколько троек. Рассмотрим первую цифру числа. Её можно выбрать 9 способами.
Первый случай. Если эта цифра не является одной из трёх одинаковых одинаковая цифр. Тогда выбрать повторяющуюся цифру можно 9 способами и расположить три цифры по четырём разрядам 4 способами. Оставшуюся цифру можно выбрать снова 9 способами (чтобы не совпадала с повторяющейся). Всего получаем по правилу произведения 9×9×4×9=2916.

Второй случай. Если эта цифра является одной из трёх одинаковых одинаковая цифр. Тогда оставшиеся две повторяющиеся цифры можно расположить по четырём разрядам 
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 способами. Для каждого из оставшихся двух разрядов цифру можно выбрать снова 9 способами (чтобы не совпадала с повторяющейся). Всего получаем по правилу произведения 9×6×9×9=4374.

Общее количество чисел считаем по правилу суммы: 2916+4374=7290.

Критерии: Правильно подсчитано количество чисел только в одном случае – 3 балла.
Вычислительная ошибка – снимается 2 балла.

4. Из произвольной точки М гипотенузы АВ прямоугольного треугольника АВС восстановлен перпендикуляр MN, пересекающий продолжение катета ВС в точке N.. Докажите, что углы (MAN и (MCВ равны.

Решение. Так как углы (AMN и (ACN прямые, то они равны. Тогда точки A, M, C, N лежат на одной окружности. Тогда сумма углов (MAN и (MCN равна 
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. По свойству смежных углов сумма углов (MCВ и (MCN равна 
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, отсюда получаем, что углы (MAN и (MCВ равны.

5. Двое по очереди заполняют цифрами от 1 до 9 разряды в 66-значном числе: за один ход – один разряд (любой). Второй выигрывает, если получившееся число делится на 77, фиксируется ничья, если получившееся число делится на 11, в остальных случаях выигрывает первый. а) Может ли второй игрок не проиграть? б) Может ли второй игрок выиграть?
Ответ: Всегда побеждает второй игрок.

Решение.

а) Для ничьей второму игроку достаточно применять следующую парную стратегию. Он разбивает 66-значное число на пары: аa. Далее при любом ходе первого он повторяет его цифру (соответствие разрядов указано в буквах). Тогда получившееся число делится на 11.

б) Второй применяет следующую парную стратегию. Он разбивает 66-значное число на шестёрки: abcabc. Далее при любом ходе первого он повторяет его цифру (соответствие разрядов указано в буквах). Тогда получившееся число равно сумме чисел вида 
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 и поэтому делится на 1001=7×11×13=77×13, то есть на 77.

Критерии: Правильно доказан только пункт а) – 3 балла.
6. В соревновании участвуют 5 фигуристов. Соревнования судят трое судей следующим способом: каждый судья по-своему распределяет между фигуристами места (с первого по пятое), после чего победителем считается фигурист с наименьшей суммой мест – рейтингом. Какое наибольшее значение может принимать рейтинг победителя в случае, когда победитель единственный?
Решение.
Получим оценку. Переведём места в баллы. Подсчитаем общую сумму баллов. Каждый судья присуждает 1+2+3+4+5=15 мест, всего получаем 45 баллов. Если победитель имеет не менее 9 баллов, то остальные четверо имеют каждый не менее 10 баллов, а все пятеро имеют не менее 49 баллов. Противоречие. Значит, победитель имеет не более 8 баллов.
Построим пример. Если он имеет ровно 8 баллов, то трое имеют по 9 баллов, а пятый – 10 баллов. См. таблицу.
	
	1 фигурист
	2 фигурист
	3 фигурист
	4 фигурист
	5 фигурист

	1 судья
	4
	1
	2
	3
	5

	2 судья
	1
	3
	5
	2
	4

	3 судья
	3
	5
	2
	4
	1

	Сумма баллов
	8
	9
	9
	9
	10


Критерии: Доказана только оценка – 3 балла.
Построен только пример (таблица) – 3 балла.
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