Муниципальный этап

8 класс

(4 часа)

1. Докажите, что для любого натурального числа n  можно выбрать такое натуральное число а, чтобы число а(n +1) – (n2 + n + 1) нацело делилось на n3.

Решение. Возьмем а = п2 + 1. Тогда (п2 + 1) (п + 1) – (п2 + п + 1) = п3.

Комментарий: Только ответ без обоснования – 1 балл.

2. На острове живут рыцари, которые всегда говорят правду, лжецы, которые всегда лгут, и хитрецы, которые могут говорить что угодно. Из трёх жителей острова: К, М и Р один является правдолюбцем, другой — лжецом, а третий — хитрецом. Они произнесли следующие утверждения — К: «Р не хитрец». М: «Это ложь». Р: «К рыцарь». Кем в действительности являются К, М и Р?

Решение. 

Рассмотрим четыре случая. 

Пусть К – рыцарь. Тогда Р – не хитрец и не рыцарь, так как рыцарь только один. Значит, он лжец. Тогда он лжёт, что К – рыцарь. Противоречие.

Пусть К – лжец. Тогда Р- хитрец. Он говорит ложь про К. М – рыцарь и он говорит правду. Всё сходится.

Пусть К – хитрец, который говорит правду. Тогда Р- не хитрец, значит, он – рыцарь. Тогда он говорит правду, К – рыцарь. Противоречие.

Пусть К – хитрец, который лжёт. Тогда Р- хитрец. Противоречие, так как хитрец один.

Ответ: К- лжец, Р – хитрец, М – рыцарь.

Комментарии: Если разобран только один возможный случай для К (или для другого островитянина), то 1 балла.

Если разобраны два или три возможных случая для К (или для другого островитянина), но разобраны не все комбинации, то 3 балла.

3. Из доски 
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 вырезан в углу квадрат 
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. Двое по очереди ставят на получившуюся доску непересекающиеся уголки из трех клеток (по линиям сетки). Кто не может поставить уголок, тот проиграл. Кто выиграет при правильной игре?

Решение. Первый ставит уголок единственным образом, а потом ходит симметрично. [image: image3.png]N
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Замечание. Если уголок расположен симметрично, но по-другому, то у второго есть возможность тоже поставить уголок симметрично.
4. В треугольнике ABC на стороне BC выбрана такая точка K, что отрезок AK пересекает медиану BM в точке N, причем AN = BC. Докажите, что NK=KB.
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Решение. Достроим треугольник до параллелограмма ABCD. Тогда AN=BC=AD, поэтому треугольник ADN равнобедренный. Следовательно, [image: image5.png]£ADN = LAND



. По свойству вертикальных углов [image: image7.png]£AND = £BNK



. А по свойству параллельных накрест лежащие углы  равны [image: image9.png]£ADN = LKBN



. Тогда 
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. Значит, треугольник [image: image13.png]ABKN



 равнобедренный. Поэтому NK=KB.
5. В ряд выписаны все натуральные числа от 1 до 2013 и в 2012 промежутках между ними расставляются произвольным образом знаки + и (. Какое наибольшее неположительное значение может принимать полученное числовое выражение?

Решение. Т.к. в данной целочисленной знакопеременной сумме будет нечётное (1007) количество нечётных слагаемых, то вся сумма будет нечётной. Значит, максимальное неположительное значение, которое она может принимать, равно -1. Приведём пример расстановки + и (, дающий  значение -1.  Среди первых 5 чисел знаки расставим следующим образом: 1+2(3+4(5, что даёт -1. Затем разобьём остальные 2008 числа на четвёрки подряд идущих чисел и в каждой следующей четвёрке (с учётом места перед первым числом четвёрки) расставим знаки по следующему правилу: +, (, (, +, что даст 0, т.к. n((n+1)((n+2)+(n+3)=0. Таким образом, вся сумма будет равна -1.

Ответ: -1.
Комментарий: Если доказана только оценка – 3 балла.

Если приведён только верный пример – 3 балла.
Только ответ без обоснования – 0 баллов.

6. Имеет ли решение ребус СТАРТ+2013=ФИНИШ? Одинаковые буквы соответствуют одинаковым цифрам, разные буквы – разным цифрам. Ответ обосновать.

Решение. Так как С не равно Ф, то должен быть переход из четвёртого разряда в пятый. То есть Т+2+(0 или 1) больше 9. Тогда Т+3 больше 9 и из первого разряда во второй тоже переход. Значит, Р+1+1 оканчивается на И, а Т+2+(0 или 1) оканчивается на И. Так как Т и Р различны и не отличаются на 10, то возможен только случай Т+2+1. Это означает, что есть переход при А+0+1, то есть А=9. Тогда Н=0. Но есть переход из второго разряда, значит, Р+2 больше 9. Тогда Р=8, а И=0. Противоречие, так как две разные буквы обозначают одну цифру.

Ответ: Нет.
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