Муниципальный этап

10 класс

(4 часа)

1. Приведённый квадратный трёхчлен 
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 имеет два корня. Докажите, что если вычесть из коэффициента 
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 один из этих корней, а коэффициент 
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 удвоить, то полученное уравнение также будет иметь корень.
Решение. Первый способ. Согласно теореме Виета, если 
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 и 
[image: image5.wmf]2

t

 – корни данного уравнения, то 
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. Поэтому новое уравнение имеет вид 
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. Дискриминант этого уравнения равен 
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. Значит, у этого уравнения есть корень.

Второй способ. Заметим, что полученное уравнение имеет корень 
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 (или 
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2. Вася вышел погулять ровно в два часа дня, а вернулся домой, когда минутная и часовая стрелки впервые после его ухода образовали угол в 
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100

. Сколько времени гулял Вася?

Ответ: 40 минут.

Решение.

Пусть часовая стрелка прошла за это время угол 
[image: image13.wmf]a

. Скорость движения минутной стрелки 6 градусов в минуту, а часовой – 0,5 градуса в минуту. Минутная стрелка за это время прошла 
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. Вычислим время двумя способами и составим уравнение: [image: image16.png]60°+a+160
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Подсчитаем время: [image: image18.png]


минут.

Критерии: Только правильный ответ без объяснения – 1 балл.

3. Найдите наименьшую тройку последовательных семизначных числа, сумма которых оканчивается на 2014.

Ответ: 1007337, 1007338, 1007339.

Решение. Пусть это числа n–1, n, n+1. Тогда их сумма (семизначное или восьмизначное число) равна 3n. Значит, число 
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 (рассматриваем семизначное, так как ищем минимальную сумму) делится на 3. Тогда и сумма цифр 
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делится на 3. Так как исходные числа семизначные, то 
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, следовательно, сумма цифр больше или равна 10. Наименьшая сумма цифр будет 12. Минимизируем цифры в старших разрядах. Наименьшее значение а равно 3, наименьшее в равно 0, тогда с равно 2. Получили сумму 3022014. А тройка чисел следующая: 1007337, 1007338, 1007339.

Критерии: Получена не наименьшая тройка, удовлетворяющая условию задачи – 3 балла.
4. В параллелограмме ABCD на диагонали BD взята точка K так, что прямая AK пересекает сторону CD в точке M, а прямая CK пересекает сторону AD в точке P. Докажите, что выполняется равенство AB(AP=BC(CM.

Решение. Треугольники ABK и MDK подобны по двум углам. Аналогично подобны треугольники BCK и DPK. Отсюда получаем отношения:
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. Представим отрезки в виде разности двух отрезков и, учитывая равенство сторон параллелограмма, получим: 
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. Отсюда следует требуемое равенство.
5. Двое по очереди заполняют цифрами от 1 до 9 разряды в 66-значном числе: за один ход – один разряд (любой). Второй выигрывает, если получившееся число делится на 91, в остальных случаях выигрывает первый. Кто победит при правильной игре?

Ответ: Всегда побеждает второй игрок.
Решение.

Второй применяет следующую парную стратегию. Он разбивает 66-значное число на шестёрки: abcabc. Далее при любом ходе первого он повторяет его цифру (соответствие разрядов указано в буквах). Тогда получившееся число равно сумме чисел вида 
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 и поэтому делится на 1001=7×11×13=11×91, то есть на 91.

6. Фабрика выпускает карандаши семи цветов радуги. Требуется составить из этих карандашей неупорядоченный набор из 12 штук таким образом, чтобы в наборе имелось не менее четырёх красных карандашей, не менее трёх синих, не менее двух зелёных и не более двух жёлтых. Сколько существует способов сделать это?

Ответ: 83.

Решение. Сначала найдём число наборов, удовлетворяющих первым трём условиям. Положим в набор четыре красных карандаша, три синих и два зелёных. Осталось выбрать ещё три карандаша.
Первый способ.

Так как объекты могут повторяться, а важен только состав, а не порядок, то это будут сочетания с повторениями. Получаем 
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Второй способ.

Рассмотрим три случая. Если все карандаши одного цвета. Таких способов 7.

Если два карандаша одного цвета, а третий – другого. Способов выбрать два различных цвета 
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 и ещё два способа выбрать тот цвет, которого будет больше. Всего 
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 способа. Если все три цвета различные, то таких способов 
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. Складываем и получаем 7+42+35=84 способа.
Теперь вычтем число наборов, не удовлетворяющих четвёртому условию, то есть те, где жёлтых карандашей три или больше. Но более трёх быть не может, так как всего три свободных места, значит, такой набор единственный. Поэтому всего наборов 84–1=83.
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