Муниципальный этап

11 класс

(4 часа)
1. Приведенный квадратный трёхчлен 
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. Докажите, что если прибавить к коэффициентам 
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 корень 
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, то полученное уравнение также будет иметь два различных корня.

Решение. Согласно теореме Виета имеем 
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. Поэтому новое уравнение имеет вид 
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. Его дискриминант равен 
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. Так как при 
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 отрицательна, то 
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 и, следовательно, уравнение имеет два различных корня.
Критерии: Если в решении не используется условие 
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, то не более 3 баллов.
Если рассмотрен только случай 
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, то не более 3 баллов.
2. Сколько корней имеет уравнение 
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Ответ: Один.

Решение. Используем свойство монотонности тангенса на промежутке: 
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 можно доказать с помощью производной)

Учитывая область определения тангенса, получим 
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Если 
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. Значит, принимает значение 2014.

Если 
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. Значит, не принимает значения 2014.

Так как мы рассматривали интервалы монотонности, то уравнение имеет единственный корень.

Критерии: Использование графиков без ссылки на монотонность, не более 4 баллов.
3. Найдите все натуральные числа n и m, для которых 
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Ответ: 
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Решение.

Пусть 
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. Значит, 
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 (иначе одна часть равенства неотрицательная, а другая – отрицательная).

Если 
[image: image32.wmf]4

=

a

, то 
[image: image33.wmf](

)

(

)

1

2

7

3

3

7

1

3

1

2

1

1

=

=

Û

=

Û

-

=

-

-

-

-

-

m

,

n

m

n

m

n

.

Если 
[image: image34.wmf]5

=

a

, то 
[image: image35.wmf](

)

(

)

1

1

7

3

2

7

2

3

1

1

1

1

=

=

Û

=

Û

-

=

-

-

-

-

-

m

,

n

m

n

m

n

.

Если 
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. Не подходит.

Критерии: Найден только правильный ответ без обоснования – 1 балл.
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4. В четырёхугольнике 
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, в котором 
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, продолжения сторон 
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 и 
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 пересекаются в точке 
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, а продолжения сторон 
[image: image44.wmf]BC

 и 
[image: image45.wmf]AD

 – в точке 
[image: image46.wmf]M

. Известно, что разность длин двух сторон четырёхугольника 
[image: image47.wmf]ABCD

 равна радиусу вписанной в этот четырёхугольник окружности. Найдите отношение длин отрезков 
[image: image48.wmf]BD

 и 
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.

Решение. Пусть 
[image: image50.wmf]O

 – центр окружности 
[image: image51.wmf]w

, вписанной в четырёхугольник 
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, а 
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 – ее радиус (см. рис.). Можно считать, что 
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Заметим, что полученная фигура симметрична относительно прямой 
[image: image55.wmf]BD

.

Продолжим 
[image: image56.wmf]DB

 до пересечения с 
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, пусть 
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 – точка пересечения. Пусть 
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 и 
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 – соответственно точки касания сторон 
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 и 
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 с окружностью 
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. Тогда 
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. Из подобия прямоугольных треугольников 
[image: image66.wmf]DKO

 и 
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 следует, что 
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. Далее, из подобия прямоугольных треугольников 
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 и 
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 следует, что 
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. Левая часть этого равенства равна 
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, поэтому 
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. Значит, искомое отношение равно 
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5. На первом складе в каждом ящике в среднем по 3 бракованных изделия, а на втором складе в среднем по 6 бракованных изделий. С первого склада на второй перевезли 50 ящиков, и среднее количество бракованных изделий в ящике на каждом из складов уменьшилось на 1. Какое наибольшее число ящиков могло быть на первом складе?

Ответ: 149.

Решение. 
Оценка. Пусть на первом складе х ящиков, а на втором – у ящиков. Тогда на первом складе всего 3х бракованных изделий, а на втором – 6у бракованных изделий. После перевозки 50 ящиков на первом складе осталось 2(х-50) бракованных изделий, а на втором стало 5(у+50) бракованных изделий. Так как бракованные изделия просто переехали со склада на склад, составим уравнение: 
[image: image79.wmf](
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. На каждом складе был хотя бы один ящик, поэтому на первом складе ящиков было не более 149, так как в сумме всего ящиков 150.

Пример. На первом складе: 49 ящиков по 5 бракованных деталей, 1 ящик по 4 бракованных детали, 99 ящиков по 2 бракованных детали. На втором складе: 1 ящик по 6 бракованных деталей. С первого перевозят на второй 49 ящиков по 5 бракованных деталей, 1 ящик по 4 бракованных детали. Теперь на первом складе 99 ящиков по 2 бракованных детали. А на втором складе: 1 ящик по 6 бракованных деталей, 49 ящиков по 5 бракованных деталей, 1 ящик по 4 бракованных детали.
Критерии: Если в решении считается, что в каждом ящике ровно по 3 бракованных детали – 0 баллов.
Если доказана только оценка – 3 балла.

Если построен только пример – 2 балла.
6. Двое показывают фокус со стопкой карточек, у которых на одной стороне написаны числа от 1 до 27. Первый берёт четыре карточки из стопки, содержащей 27 карточек (предварительно перетасованной кем-то из зрителей), смотрит в них и после этого выкладывает их в ряд слева направо, причём одну из карточек кладет чистой стороной вверх, а остальные – вверх числом. Второй участник фокуса отгадывает число, написанное на закрытой карточке. Докажите, что они могут так договориться, что второй всегда будет угадывать карту.

Решение. Первый выбирает из карточек ту, на которой написано самое маленькое число. Тогда это будет число от 1 до 24=27-3. Теперь он мысленно присваивает карточкам новые номера от 1 до 4 в порядке возрастания написанных на них чисел. И шифрует задуманное число размещением из этих объектов. Таких размещений 4!=24. Значит, они могут договориться о взаимно однозначном соответствии чисел и размещений (первая карта делит по возрастанию на четыре части все числа, вторая внутри каждой по возрастанию на три части, третья – на две). Поэтому второй фокусник всегда сможет угадать задуманное число.
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