Муниципальный этап

8 класс

(4 часа)

1. В коробке лежат синие, красные и зеленые карандаши. Всего 39 штук. Синих в 6 раз больше, чем зеленых, красных меньше, чем синих. Сколько в коробке красных карандашей?

Ответ: Красных 11 или 4.

Решение. Пусть зелёных карандашей х, тогда синих 6х, а красных не больше, чем 6х–1. Всего карандашей не больше, чем 13х–1. Получаем 39 меньше или равно 13х–1. Значит, х больше или равно 4. С другой стороны, красных не меньше, чем 1. Всего карандашей не меньше, чем 7х+1. Получаем 39 больше или равно 7х+1. Следовательно, х меньше или равен 5. Наборы 4, 24, 11 или 5, 30, 4.

Можно решать перебором от 1 до 6 по х.

Критерии: Найден только один ответ – 2 балла.

Найдены оба ответа, но не доказано, что других нет – 4 балла.

2. В строку записаны 100 чисел, причем суммы любых трех подряд идущих чисел равна 7, а сумма всех равна 234. Найдите 55-ое число.

Ответ: 3.

Решение. Рассмотрим числа с 1 по 54, разбив их на тройки. Их сумма равна 7×18=126. Рассмотрим числа с 56 по 100, разбив их на тройки. Их сумма равна 7×15=105. Получили 231. Значит, 55-ое число равно 234–231=3.

Критерии: Найден только ответ – 1 балл.
3. Замените в выражении 
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звездочку «*» на одночлен (только не второй степени) так, чтобы после возведения в квадрат и приведения подобных слагаемых получилось четыре слагаемых. Приведите все решения и докажите, что других нет.
Ответ: 
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Решение. Заменим звездочку «*» на а: 
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. Слагаемое 
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 имеет чётную степень и положительный коэффициент, поэтому не может приводиться с первыми четырьмя слагаемыми. Слагаемое 
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имеет степень не меньше второй, поэтому не может приводиться с третьим слагаемым. Осталось четыре варианта.
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Критерии: Найден только один правильный ответ – 2 балла.
Найдены оба правильных ответа, но нет объяснения, почему других нет – 4 балла.

Если в ответы добавлен одночлен второй степени, то вычитается 1 балл.

4. Дан параллелограмм ABCD. Биссектриса угла BAC пересекает прямую CD в точке E , а биссектриса угла DAC пересекает прямую BC в точке F. Докажите, что биссектриса угла BAD перпендикулярна прямой EF.
Решение. Из параллельности прямых 
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 и 
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 следует, что 
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 (см. рис.). Но по условию 
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 – биссектриса угла 
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, значит, 
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. Отсюда следует, что 
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. Но тогда в равнобедренном треугольнике 
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 биссектриса угла при вершине 
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 является высотой, то есть биссектриса угла 
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 перпендикулярна прямой 
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. Осталось заметить, что биссектрисы равных углов 
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 и 
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 параллельны, так как они образуют равные углы с параллельными сонаправленными лучами 
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 и 
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5. Билеты нумеруются от 000000 до 999999. Номер называется везучим, если цифры его номера можно переставить и так расставить знаки « + », « – » и « x » (по одному между каждыми рядом стоящими цифрами) и скобки, что после выполнения арифметических действий получится 0. Сколько существует невезучих номеров?

Решение. Невезучих номеров нет.

Если есть 0, то 0×(…)=0.
Если есть две одинаковые цифры, то (а – а)×(…)=0. Значит, все цифры различны.

Если самая большая цифра есть 9, то из каждой пары 8 и 1, 7 и 2, 6 и 3, 5 и 4 может быть только одна цифра, иначе (9-а-в)×(…)=0. Но тогда всего пять цифр. Противоречие.

Если самая большая цифра есть 8, то из каждой пары 7 и 1, 6 и 2, 5 и 3 может быть только одна цифра, иначе (8-а-в)×(…)=0. Но тогда всего пять цифр. Противоречие.

Если самая большая цифра есть 7, то из каждой пары 6 и 1, 5 и 2, 4 и 3, может быть только одна цифра, иначе (7-а-в)×(…)=0. Но тогда всего четыре цифры. Противоречие.

Если самая большая цифра есть 6, то из каждой пары 5 и 1, 4 и 2 может быть только одна цифра, иначе (6-а-в)×(…)=0. Но тогда всего четыре цифры. Противоречие.

Если самая большая цифра не больше 5, то тогда всего не более пяти цифр. Противоречие.

Критерии: За каждый разобранный принципиальный случай (см. решение) добавляется 1 балл.
6. Какое наибольшее число клеток можно закрасить в прямоугольнике 3×9 так, чтобы в любом квадрате 2×2 было закрашено не более двух клеток?

Ответ: 18 клеток.
Решение.
Оценка. Первый способ.
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Разобьём прямоугольник на квадраты 2×2 (4 штуки), уголок и единичные клетки (8 штук). В каждом квадрате или уголке можно закрасить не более двух клеток, всего не более 10. С учётом единичных клеток получаем не более 18 закрашенных клеток.
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Второй способ.

Разобьём прямоугольник на квадраты 2×2 (3 штуки), уголки из трёх клеток (3 штуки) и единичные клетки (6 штук). В каждом квадрате или уголке можно закрасить не более двух клеток, всего не более 12. С учётом единичных клеток получаем не более 18 закрашенных клеток.
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Пример. 18 клеток.

Критерии: Получена только оценка – 3 балла.

Получен только пример – 3 балла.
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