Муниципальный этап

10 класс

(4 часа)

1. Многочлен ax3+bx2+cx при целых значениях x  принимает только целые значения. Доказать, что 6a – целое число.
Решение. Пусть f(x)=ax3+bx2+cx. Заметим, что 
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. Поскольку при целых x  f(x) принимает только целые значения, то этим же  свойством обладают g(x), h(x), r(x). Значит 6a=r(x) – целое число.

Замечание. Если вместо х взято конкретное число, то оценка не снижается.

Комментарий: Рассмотрены конкретные целые значения многочлена – 0 баллов.

2. В школьном буфете продаются сладости двух видов: шоколадки и печенье. Шоколадка стоит 11 рублей, а печенье – 13 рублей. За день удалось выручить от продажи шоколадок на 150 рублей больше, чем от продажи печенья. Какое наибольшее число сладостей могло быть продано, если перед началом продажи всего сладостей было в буфете 100 штук?

Решение. Пусть продали х шоколадок и у печений. По условию [image: image5.png]x +y <100, 11x — 13y = 150



. Решив уравнение в целых числах, получим [image: image7.png]x=3+13ny =—-9+ 11n



. Подставив в неравенство, получим [image: image9.png]24n -6 =100 = n < 4



. Следовательно, наибольшее значение равно 90.

Комментарий: Только ответ – 0 баллов.

Ответ с проверкой – 1 балл.

Решено уравнение в целых числах – 3 балла.

3. На окружности даны точки А, В, М и N (в заданном порядке по часовой стрелке). Из точки М проведены хорды МК и МС, перпендикулярные прямым NB и NA соответственно. Докажите, что AК || ВС.

Решение. Рассмотрим случай, когда К лежит между А и В, а С между М и N. Остальные случаи (всего их четыре) рассматриваются аналогично. Обозначим угловые величины дуг: [image: image11.png]UAK =a, UKB=f, UBM =





[image: image12.png]UCN =9, UNA=Y.




Тогда [image: image14.png]a+y+y=180°% a+f+y—@=180°=L =9 +y



.

Это и означает, что AК || ВС.

Комментарий: Разобран только один случай расположения точек – 5 баллов.

Разобраны несколько (2-4) случаев расположения точек – 7 баллов.
4. Пусть x и y – положительные числа, для которых выполнено: 
[image: image15.wmf].
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Доказать, что 
[image: image16.wmf].
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Решение. Неравенство легко преобразуется к виду 
[image: image17.wmf].
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Поскольку 
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 А это и требовалось доказать.

Комментарий: Задача сведена к доказательству неравенства [image: image21.png]I



 – 3 балла.

Доказано, что [image: image23.png]I



 – 3 балла.

5. В некотором царстве каждые двое – либо друзья, либо враги. Каждый человек может в некоторый момент поссориться со всеми друзьями и помириться со всеми врагами. Оказалось, что каждые три человека могут таким образом стать друзьями после некоторого процесса таких ссор и примирений. Докажите, что тогда и все люди в этом царстве могут стать друзьями.

Решение. 

Из условия следует, что если А и В – друзья, то С либо их общий враг, либо общий друг (иначе им троим не примириться). Возьмем всех друзей человека А. Из сказанного следует, что все они дружны между собой и враждуют с остальными. Пусть теперь А и его друзья по очереди ссорятся с друзьями и мирятся с врагами. После этого все окажутся друзьями. Действительно, пусть А первым поссорился со своими друзьями и помирился со своими врагами, но тогда каждый их его бывших друзей будет с ним мириться, а бывшие враги останутся друзьями. Итак, все люди оказываются друзьями А, а следовательно, и друзьями между собой.

Комментарий: Рассмотрение любых частных случаев – 0 баллов.
6. Найдите все разбиения множества натуральных чисел на два непересекающихся подмножества, такие, что любые два числа, разность которых — простое число, большее 100, лежат в разных подмножествах.

Решение. Пусть для определенности число 1 попало в первое подмножество, тогда числа 102 = 101 + 1 и 104 = 103 + 1 попадут во второе подмножество, так как числа 101 и 103 простые и больше 100. Но тогда число 3 = 104-101 обязано попасть в первое подмножество, а 106 = 103 + 3 — во второе. Действуя таким образом, мы получим, что все нечетные числа будут в первом подмножестве, а четные, большие 100, — во втором. Так как числа 103, 105, ..., 201 лежат в первом подмножестве, числа 103 — 101 = 2, 105 — 101 = 4, ..., 201 - 101 = 100 обязаны лежать во втором подмножестве. Таким образом, мы получили, что искомое разбиение — это разбиение на четные и нечетные числа.

Ответ. Существует единственное разбиение — это разбиение на четные и нечетные числа.
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